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БЕЗМАССОВОЕ ПОЛЕ СО СПИНОМ 3/2:  
РЕШЕНИЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ И ОПЕРАТОР СПИРАЛЬНОСТИ
Аннотация. Уравнение для вектор-биспинора ( ),a xΨ  описывающего безмассовую частицу со спином 3/2 
в представлении рариты – Швингера, преобразовано к базису ( ),a xΨ  в котором очевидным становится существова-
ние решений волнового уравнения в виде 4-градиента от произвольного биспинора 0 ( ) ( ).ax xa = ∂ ΨΨ  Для 16-мерно-
го уравнения в этом базисе построены два независимых решения, которые не содержат калибровочных компонент. 
Найдена их связь с известными решениями с фиксированными спиральностями, в полученных разложениях присут-
ствуют все спиральности: 1 2  3 2.σ = ± / , ± /  
Ключевые слова: безмассовая частица, спин 3/2, базис рариты – Швингера, калибровочная симметрия, пло-
ские волны, безмассовые решения, спиральность
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ZERO MASS FIELD WITH THE SPIN 3/2:  
SOLUTIONS OF THE WAVE EQUATION AND THE HELICITY OPERATOR
Abstract. The wave equation for the vector bispinor ( ),a xΨ which describes a zero mass spin 3/2 particle in the Rarita – 
schwinger form, is transformed into a new basis of ( ),a xΨ  in which the gauge symmetry in the theory becomes evident: 
there exist solutions in the form of the 4-gradient of an arbitrary bispinor 0( ) ( ).aa x x= ∂ ΨΨ  For 16-component equation in 
this new basis, two independent solutions are constructed in explicit form, which do not contain any gauge constituents. Zero 
mass solutions are transformed into linear combinations of helicity states, the derived formulas contain the terms with all 
helicities, 1 2  3 2.σ = ± / , ± /  
Keywords: zero mass particle, spin 3/2, Rarita – Schwinger basis, gauge symmetry, plane wave solutions, zero mass 
solutions, helicity 
For citation. Ivashkevich A. V., Оvsiyuk Е. М., Red’kov V. M. Zero mass field with the spin 3/2: solutions of the wave 
equation and the helicity operator. Vestsі Natsyianal'nai akademіі navuk Belarusі. Seryia fіzіka-matematychnykh navuk = 
Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physics and Mathematics series, 2019, vol. 55, no. 3, pp. 338–
354 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-2430-2019-55-3-338-354
Введение. После работ Паули – Фирца [1] и рариты – Швингера [2] в литературе всегда 
присутствовал интерес к теории частиц с высшими спинами, в том числе и к частице со спи-
ном 3/2 [3–19]. Отметим некоторые аспекты теории частицы со спином 3/2. Прежде всего, это 
вопрос о выборе исходного уравнения. Наиболее последовательно он реализуется в рамках те-
ории релятивистских уравнений первого порядка, хотя много исследований выполнено и с ис-
пользованием уравнений второго порядка или смешанных вариантов. Выбор того или иного 
формализма особенно важен при учете внешних полей (электромагнитных и гравитационных), 
поскольку выбор исходных уравнений для свободного поля существенно влияет на явный вид 
конечных уравнений. Формализм релятивистских волновых уравнений первого порядка автома-
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тически обеспечивает корректное решение вопроса о числе независимых степеней свободы для 
частицы со спином 3/2 не только в свободном случае, но и в присутствии внешних полей (см. из-
ложение, например, в [16]). Наибольшее внимание в литературе [1–15] привлекло существование 
аномальных решений для этой частицы в присутствии внешних полей, которым сопоставляется 
скорость частицы, большая, чем скорость света. Отдельный интерес представляет случай без-
массовой частицы со спином 3/2. Как показали В. Паули и М. Фирц, здесь существует специфи-
ческая калибровочная симметрия, которая выражается в том, что 4-градиент от произвольной 
биспинорной функции порождает решения безмассового волнового уравнения [16]. 
Основная цель данной работы – построить в явном виде решения типа плоских волн с учетом 
диагонализации оператора спиральности, при этом за исходный берется формализм уравнений 
первого порядка в базисе Рариты – Швингера [2]. 
Об описании безмассового поля со спином 3/2. В базисе Рариты – Швингера уравнение для 
16-компонентной волновой функции (вектор-биспинора относительно группы лоренца) имеет 
вид (удобно начинать со случая массивной частицы)
 
( ) ( ) ( )1 1 03 3
a b b a b
a c c c b c a biM iMγ ∂ + Ψ − γ ∂ + γ ∂ Ψ + γ γ ∂ − γ Ψ = .
 
(1)
Ниже будут использоваться формулы для матриц Дирака 
 
52 4a b b a ab a a b d a bd b ad d ab abdca cg g g g iγ γ + γ γ = , γ γ = , γ γ γ = γ − γ + γ + γ ε γ ,  (2)
тензор леви-Чивита cabd  определен равенством 0123 1    Исходя из уравнений (1) можно полу-
чить некоторые дополнительные условия на компоненты волновой функции ( ).a xΨ  так, умно-
жая уравнение (1) слева на матрицу γc, после простых вычислений находим первое дополнитель-
ное условие
 
.
2
b b
b b
iM
∂ Ψ = γ Ψ
 
(3)
теперь подействуем на уравнение (1) оператором .c∂  В результате, используя формулу для 
произведения трех матриц Дирака, получаем второе дополнительное условие
 
2
0 .
3 3
c a c c
c a c c
iM
iM  ∂ Ψ + γ ∂ ∂ Ψ − γ Ψ = 
   
(4)
С учетом (3) из (4) следует 
 0 ( 0)
c
c M∂ Ψ = ≠  (5)
и 0.γ Ψ =  Следовательно, исходное уравнение (1) принимает вид уравнения Дирака для век-
тор-биспинора, который подчиняется двум дополнительным условиям: 
 ( ) 0 0 0
a c c
a c c ci Mγ ∂ − Ψ = , ∂ Ψ = , γ Ψ = .  (6)
Рассмотрим случай безмассовой частицы. Подставляя М = 0 в (1), имеем
 
( )1 1 03 3
a b b a b
a c c c b c a bγ ∂ Ψ − γ ∂ + γ ∂ Ψ + γ γ ∂ γ Ψ = .
 
(7)
При этом в качестве первого дополнительного условия получаем 
 0
b
b∂ Ψ = .  (8)
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Второе дополнительно условие запишется так: 0a ca cγ ∂ ∂ Ψ = ,  что не добавляет ограничений 
к уравнению (8). Исходное уравнение (7) при учете (8) упрощается лишь незначительно: 
 
1 1 0 0
3 3
a b a b b
a c c b c a b bγ ∂ Ψ − γ ∂ Ψ + γ γ γ ∂ Ψ = , ∂ Ψ = .
 
(9)
Преобразуем уравнение (7) к виду, делающему очевидным существование решений гради-
ентного типа. Будем использовать запись уравнения (7) в матричной форме 
 0 ( )
a
a lΓ ∂ Ψ = , Ψ = Ψ ,  (10)
где действующие в 16-мерном пространстве матрицы Γa задаются соотношением 
 
1 1 1( )
3 3 3
la a l l a al a l
k k k kk gΓ = γ d − γ d − γ + γ γ γ .
 
(11)
Совершим над (10) последовательно два преобразования: сначала умножим его слева на не-
вырожденную матрицу C, а затем перейдем к новому представлению волновой функции с помо-
щью линейного преобразования S: 
 
  1a a a a aC S S S                 (12)
Будем использовать матрицы C и S следующих типов: 
 
b b b b b b
a a a a a aC c S a= d + γ γ , = d + γ γ ,  (13)
 
1( ) 4 0b b ba a aS b a b ab− = d + γ γ , + + = .  (14)
Величины a, b, c – пока произвольные числовые параметры; уравнение для a и b получено из 
соотношения SS–1 = I. В соответствии с (12) и (14) вычисляем сначала  :a′Γ  
 1 1 1( ) 2
3 3 3
la a l l a al a l
k k k kk c g
′   Γ = γ d − γ d + − γ + γ γ γ ,    
а затем – матрицы 
a
Γ : 
1 2 1( ) 1 (1 4 ) 2
3 3
l a la
k
b c
b a aρ
 + −  = γ d − + + + + Γ      

2 1 1 2 1(1 4 ) 2
3 3 3
l a
k
b b c
b a a
 − + −  +γ d + + + + +      
1 4 1 1 4(2 1) 2 (2 1) 2
3 3 3
al
k
a b a
g c a b c a
 + + +    +γ − + + + − + +         
 
5 1 1 4(2 1) 2
3 3
als
k s
b a
i b c a
+ +  + γ ε γ + − + .      
(15)
Выбирая определенным образом параметры (a, b, c), можно добиться того, чтобы в выраже-
нии для 
a
Γ  все члены, за исключением содержащего символ леви-Чивита, обратились в нуль. 
Для этого должны выполняться равенства 
1 1 44 0 1 (2 1) 2 0
3 3
b a
a b ab b c a
+ +  + + = , − + − + = ,    
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2 1 1 1 4(2 1) 2 0
3 3 3
b b a
b c a
+ + +  + + − + = ,    
2 1 1 1 4(1 4 ) 2 (2 1) 2 0
3 3 3
c b a
a a b c a
− + +  + + + + − + = .    
легко убедиться, что набор значений 
 
1 1 2
3
a b c= − , = − , = +
 
(16)
удовлетворяет этим четырем уравнениям. таким образом, в результате преобразования 
 
1
3
l l l l
l k kk k kS S= Ψ , = d − γ γΨ
 
(17)
для матрицы 
a
Γ  получаем выражение 
5( ) l alsa sk ki= + γ ε γ .Γ  Следовательно, уравнение для без-
массового поля со спином 3/2 можем представить в виде 
 
5( ) ( ) 0 ( ) 0k nala n al ll kx i x= ⇒ γ ε γ ∂ = ;Γ Ψ Ψ   (18)
в (18) можно опустить общий матричный множитель iγ5. Очевидно, что вектор-биспинор 
(0)
lΨ  
в виде градиента от произвольного биспинора φ(x) 
 
(0)( ) ( )ll x x= ∂ ϕΨ  (19)
всегда будет решением уравнения (18). Это называют калибровочной симметрией уравнения для 
безмассовой частицы – все решения определены с точностью до градиента от произвольного 
биспинора. В исходном базисе градиентные решения представляются в виде 
 
(0) ( ) ( ) ( )k kl kl lx xΨ = d − γ γ ∂ ϕ .  (20)
Плоские волны. Систему уравнений (18) можно представить в матричной форме (введем 
обозначение ( ) ( )ll x x= ΦΨ ): 
 
2 3 3 1 1 2 0
3 2 1 3 2 1
2 3 3 0 2 0 1
3 2 0 3 0 2
3 1 3 0 1 0 2
1 3 0 3 0 1
1 2 2 0 1 0 3
2 1 0 2 0 1
0 ( ) ( ) ( )
( ) 0 ( ) ( )
0
( ) ( ) 0 ( )
( ) ( ) ( ) 0
               
                  
                
                  
(21)
В случае плоских волн для волновой функции используется подстановка 
0
0 0( )
a
al ik x l a j
a jx e A k x k x k x kΦ = , = + , = −ε,
где 0 1 2 3( )lA A A A A= , , ,  – 4-мерные столбцы. тогда уравнение (21) принимает вид 
 
2 3 3 1 1 2 0
3 2 1 3 2 1
2 3 3 0 2 0 1
3 2 0 3 0 2
3 1 3 0 1 0 2
1 3 0 3 0 1
1 2 2 0 1 0 3
2 1 0 2 0 1
0 ( ) ( ) ( )
( ) 0 ( ) ( )
0.
( ) ( ) 0 ( )
( ) ( ) ( ) 0
k k k k k k A
k k k k k k A
k k k k k k A
k k k k k k A
γ − γ γ − γ γ − γ
γ − γ − γ + γ γ + γ
=
γ − γ γ + γ − γ + γ
γ − γ − γ + γ γ + γ  
(22)
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легко убедиться, что градиентные решения (0) ( ) ikxll x eΦ = ∂ ϕ  удовлетворяют уравнению 
 
2 3 3 1 1 2 03 2 1 3 2 1
2 3 3 0 2 0
3 2 0 3 0 2 1
3 1 3 0 1 0
21 3 0 3 0 1
1 2 2 0 1 0 32 1 0 2 0 1
0 ( ) ( ) ( )
( ) 0 ( ) ( )
0
( ) ( ) 0 ( )
( ) ( ) ( ) 0
k k k k k k k
k k k k k k k
kk k k k k k
kk k k k k k
γ − γ γ − γ γ − γ ϕ
γ − γ − γ + γ γ + γ − ϕ
= .
− ϕγ − γ γ + γ − γ + γ
− ϕγ − γ − γ + γ γ + γ  
(23)
Ниже будем использовать представление матриц Дирака в спинорном базисе: 
0 1 2 3
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
      
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
i
i
i
i
− + −
− −
γ = , γ = , γ = , γ = .
−
+ −
Построим решения системы (22), представимой в виде четырех уравнений:
 
2 3 1 3 1 2 1 2 3
3 2 1 3 2 1( ) ( ) ( ) 0k k A k k A k k Aγ − γ + γ − γ + γ − γ = ,  
 
3 0 2 2 0 3 2 3 0
0 3 0 2 3 2( ) ( ) ( )k k A k k A k k Aγ + γ − γ + γ = γ − γ ,  
 
3 0 1 1 0 3 3 1 0
0 3 0 1 1 3( ) ( ) ( )k k A k k A k k A− γ + γ + γ + γ = γ − γ ,  
 
2 0 1 1 0 2 1 2 0
0 2 0 1 2 1( ) ( ) ( )k k A k k A k k Aγ + γ − γ + γ = γ − γ .  (24)
Из первого уравнения, учитывая равенство 1 2 1 2 2 22 1 2 1 2 1( )( )k k k k k kγ − γ γ − γ = − − ,  выразим A3: 
2 2 3 1 2 2 3 3 1 2 1
1 2 2 3 1 2 3 1 2( ) ( )k k A k k k k k k k A+ = γ γ + γ γ + + γ γ +  
 
1 3 2 1 3 2 2 2
2 1 1 3 3 2 1( )k k k k k k k A+ γ γ + γ γ + + γ γ .  (25)
Аналогично из 4-го уравнения выразим A0: 
2 2 0 1 2 0 2 1 0 2 1
1 2 0 2 1 2 1 0 2( ) ( )k k A k k k k k k k A− + = γ γ + γ γ + + γ γ +  
 
2 1 0 1 2 0 2 2
0 1 2 1 2 0 1( )k k k k k k k A+ γ γ + γ γ + + γ γ .  (26)
Временно будем использовать обозначения 1 2 3 0      k a k b k c k d= , = , = , = . тогда формулы для 
A3, A0 запишутся так: 
 
2 2 3 1 2 2 3 2 3 1 1 1 3 2 1 2 3 2 2( ) ( ) ( )a b A bc ab ac b A ab ac bc a A+ = γ γ + γ γ + + γ γ + γ γ + γ γ + + γ γ ,  (27a)
 
2 2 0 1 2 0 2 2 1 0 1 2 1 0 1 2 2 0 2( ) ( ) ( )a b A db ab da b A da ab db a A− + = γ γ + γ γ + + γ γ + γ γ + γ γ + + γ γ .  (27б)
Учитывая эти равенства, исключаем переменные A0, A3 из уравнений 2 и 3 системы (24). В ре-
зультате находим два уравнения, связывающие компоненты переменные A1, A2: 
1 2 3 0 1 2 0 2 3 0 3 1 2{ }ab d c a b Aγ γ γ + γ γ γ + γ γ γ + γ γ γ =  
 
2 1 2 3 0 1 2 0 2 3 0 3 1 1{ }b d c a b A= γ γ γ + γ γ γ + γ γ γ + γ γ γ ,  (28)
1 2 3 0 1 2 0 2 3 0 3 1 1{ }ab d c a b Aγ γ γ + γ γ γ + γ γ γ + γ γ γ =  
 
2 1 2 3 0 1 2 0 2 3 0 3 1 2{ }a d c a b A= γ γ γ + γ γ γ + γ γ γ + γ γ γ .  (29)
Используя обозначение 
 
1 2 3 0 1 2 0 2 3 0 3 1K d c a b= γ γ γ + γ γ γ + γ γ γ + γ γ γ ,  (30)
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уравнения (28)–(29) записываем так:
2 1 1 2 2 1 1 2( ) 0 ( ) 0aK A bKA bK A aKA K aA bA K bA aA= , = ⇒ − = , − = .
Фактически здесь имеем только одно уравнение (ниже обозначения ( )ak d a b c= , , ,  не приме-
няем) 
 
2 1
1 2( ) 0K k A k A− = ,  (31)
 
1 2 3 0 2 3 0 3 1 0 1 2
0 1 2 3K k k k k= γ γ γ + γ γ γ + γ γ γ + γ γ γ .  (32)
С использованием матрицы 
 
5 0 1 2 3 5 2 5 5
1 0 0 0
0 1 0 1
( )
0 0 1 0
0 0 0 1
a ai Iγ = γ γ γ γ = , γ = , γ γ = −γ γ
−
−  
(33)
и тождеств 
5 0 0 1 2 3 0 1 2 3 5 1 0 1 2 3 1 0 2 3i iγ γ = −γ γ γ γ γ = γ γ γ , γ γ = −γ γ γ γ γ = γ γ γ ,  
 
5 2 0 1 2 3 2 0 3 1 5 3 0 1 2 3 3 0 1 2i iγ γ = −γ γ γ γ γ = γ γ γ , γ γ = −γ γ γ γ γ = γ γ γ  (34)
находим другое представление для матрицы K: 
 
5 0 1 2 3
0 1 2 3( ).K i k k k k= γ γ + γ + γ + γ  (35)
Уравнение (31) для комбинации 2 1( )A aA bA= −  записываем так (множитель iγ5 можно убрать): 
 
0 1 2 3 2 1
0 1 2 3 1 2( ) 0 ( )k k k k A A k A k Aγ + γ + γ + γ = , = − .  (36)
Учитывая явный вид матриц Дирака, уравнение (36) представляем в виде (обозначаем 
элементы 4-столбца A как a, b, c, d) 
0
3 1 2
0
1 2 3
0
3 1 2
0
1 2 3
0 0
0 0 0
0 0
0 0
ak k k ik
bk ik k k
ck k k ik
dk ik k k
− − +
− − +
= ,
+ −
+ −
отсюда следуют две независимые однородные подсистемы (пусть 0  0k = −ε, ε > ): 
3 1 2 1 2 3
3 1 2 1 2 3
( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0
( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0.
k c k ik d k ik c k d
k a k ik b k ik a k b
ε + + − = , + + ε − = ,
ε − − − = , − + + ε + =
Их решения такие: 
 
3 1 2 3 1 2
1 2 3 1 2 3
k k ik k k ik
b a a d c c
k ik k k ik k
ε − + ε + +
= = , = − = − .
− ε + − ε −  
(37)
Для сокращения формул (37) временно опустим знаменатели:
 
3 3
3 3
1 2 1 2
k k
k k
k ik k ik
ε − ε +
⇒ ε − , ⇒ ε + .
− −  
(38)
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Следовательно, 
 
31 2
2 1
3
1 0
( ) 0
0 1
0 ( )
k
A k A k A a c
k
ε −
= − + = + .
− ε +  
(39)
Поскольку параметры a и c произвольные, имеем два линейно независимых решения. Вы-
бираем их в следующем виде: 
 
31 2
1 2 (1) 2 (1) 1 (1) 2 1
3
0 1
0 ( )
(1)
1 0
( ) 0
k
a k c k A k A k A k k
k
ε −
, = , = − , = − + = − + ;
− ε +  
(40)
 
31 2
2 1 (2) 2 (2) 1 (2) 2 1
3
1 0
( ) 0
(2)
0 1
0 ( )
k
a k c k A k A k A k k
k
ε −
, = − , = , = − + = − + .
− ε +  
(41)
таким образом, найдены два решения: 
 
31 2
(1) (1)
3
0 1
0 ( )
(1)
1 0
( ) 0
k
A A
k
ε −
= , = ;
− ε +  
(42)
 
31 2
(2) (2)
3
1 0
( ) 0
(2)
0 1
0 ( )
k
A A
k
ε −
= , = .
− ε +  
(43)
Ниже будем учитывать соотношения 
 
2 1
2 3 1 31 2 1 2
1 (1) 2 (1) 1 (2) 2 (2)
1 2
1 3 2 3
( ) ( )
( ) ( )
k k
k k k k
k A k A k A k A
k k
k k k k
ε − ε −
+ = , + = ,
− ε + − ε +  
(44)
 
1 2
1 3 2 31 2 1 2
2 (1) 1 (1) 2 (2) 1 (2)
2 1
2 3 1 3
( ) ( )
( ) ( )
k k
k k k k
k A k A k A k A
k k
k k k k
−
ε − − ε −
− + = , − + = .
−
+ ε + − ε +  
(45)
Компоненты 0 3(1) (1) A A,  и 0 3(2) (2) A A,  могут быть найдены из соотношений (25) и (26) – их удоб-
нее переписать в другом виде: 
 
2 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 1 2
1 2 3 1 2 1 2 3 2 1( ) ( ) ( )( )k k A k k A k A k k k k A k A+ = + − γ γ + γ γ + γ γ − + ,  (46)
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2 2 0 1 2 0 1 0 2 1 2 1 2
1 2 0 1 2 2 1 0 2 1( ) ( ) ( )( )k k A k k A k A k k k k A k A− + = + + γ γ − γ γ − γ γ − + .  (47)
Отсюда, учитывая явный вид матриц Дирака, находим выражения для 0 3(1) (1) A A,  и 0 3(2) (2) :A A,
 
1 1
1 2 3 1 3 1 2 0 1 3
1 1
1 2 1 3 3 1 2 1 0 33 0
(1) (1)1 1
1 2 3 2 3 1 2 0 2 3
1
1 2 2 3 3 1
( ) [ ( )] ( ) [ ( )]
( ) [ ( )] ( ) [ ( )]
     
( ) [ ( )] ( ) [ ( )]
( ) [ ( )] (
k ik ik ik k k ik ik ik k
k ik ik ik k k ik ik ik k
A A
k ik k ik k k ik k ik k
k ik ik k k k ik
− −
− −
− −
−
+ + ε − + − − ε −
− − ε − − + + ε −
= , =
+ + ε + + − + ε +
− − − ε + − 12 2 0 3) [ ( )]ik k k
−
;
+ + ε +  
(48)
 
1 1
1 2 3 2 3 1 2 0 2 3
1 1
1 2 2 3 3 1 2 2 0 33 0
(2) (2)1 1
1 2 3 1 3 1 2 0 1 3
1
1 2 1 3 3 1
( ) [ ( )] ( ) [ ( )]
( ) [ ( )] ( ) [ ( )]
     
( ) [ ( )] ( ) [ ( )]
( ) [ ( )] (
k ik k ik k k ik k ik k
k ik ik k k k ik ik k k
A A
k ik ik ik k k ik ik ik k
k ik ik ik k k
− −
− −
− −
−
+ + − ε − + − + ε −
− − + ε − − − − ε −
= , =
+ + − ε + + − − ε +
− + + ε + − 12 1 0 3) [ ( )]ik ik ik k
−
.
− − ε +  
(49)
Проверить полученные результаты можно, подставив эти решения в исходные уравнения (24). 
Связь с исходным базисом. Напомним формулы, связывающие исходный базис ( )l xΨ  с ба-
зисом ( ),l xΨ  в котором найдены решения ( ) .
k k
l l klΨ = d − γ γ Ψ  Для решений типа плоских волн 
 ( ) ( ) 0 1 2 3,
ikx ikx
l l llx e B x e A lΨ = , = , = , , ,Ψ  (50)
соотношения связи запишутся так: 
0 0 0 0 0 1 1 2 2 3 3 1 1 1 0 0 1 1 2 2 3 3( ) ( )B A A A A A B A A A A A= − γ γ − γ − γ − γ , = − γ γ − γ − γ − γ ,  
 
2 2 2 0 0 1 1 2 2 3 3 3 3 3 0 0 1 1 2 2 3 3( ) ( )B A A A A A B A A A A A= − γ γ − γ − γ − γ , = − γ γ − γ − γ − γ .  (51)
Вычислим блоки 
 
1
1 2 0 2 3 3 3
1
1 2 2 0 3 30 0 1 1 2 2 3 3
(1) 1
1 2 0 1 3 3 3
1
1 2 1 0 3 3
( ) [ 2 ( ) ] ( )
( ) [2 ( )( )] 1
( )
( ) [ 2 ( ) ] ( )
( ) [2 ( )( )]
k ik k ik k k k
k ik ik k k k
A A A A
k ik i k k k k i k
k ik i k k k k i
−
−
−
−
+ − + ε + + − ε +
− + + ε + +
γ − γ − γ − γ = ,
+ − − ε − − + ε −
− + − ε − −  
(52)
 
1
1 2 0 1 3 3 3
1
1 2 1 0 3 30 0 1 1 2 2 3 3
(2) (2) 1
1 2 0 2 3 3 3
1
1 2 2 0 3 3
( ) [ 2 ( ) ] ( )
( ) [ 2 ( )( )]
( )
( ) [ 2 ( ) ] ( )
( ) [ 2 ( )( )] 1
k ik i k k k k i k
k ik i k k k k i
A A A A
k ik k ik k k k
k ik ik k k k
−
−
−
−
+ − − ε + + + ε +
− − − + ε + +
γ − γ − γ − γ = .
+ − + ε − − − ε −
− − − − ε − −  
(53)
теперь (52) и (53) нужно учесть в формулах (51), последние разбиваются на две группы в соот-
ветствии с существованием двух решений. После необходимых вычислений получаем (при этом 
вводим сокращающие запись формул обозначения): 
1
1 2 1 0 3 3 1
1
1 2 0 1 3 3 3 11
(1) 1 11 2 2 0 3 3
1 1 (1)1 2 0 2 3 3
( ) [ 2 ( )( )]
( ) [ 2 ( ) ] ( )
( ) [ 2 ( )( )]
( ) [ 2 ( ) ]
k ik i k k k k i a
k ik i k k k k i k b
B
ck ik ik k k k
dk ik k ik k k
−
−
−
−
− + + − ε − −
+ − − ε − − + ε −
= = ,
− − − + ε +
+ + − ε + −
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1
1 2 2 0 3 3 1
1
1 2 0 2 3 3 11
(2) 1 11 2 1 0 3 3
1 1 (2)1 2 0 1 3 3 3
( ) [ 2 ( )( )]
( ) [ 2 ( ) ]
( ) [ 2 ( )( )]
( ) [ 2 ( ) ] ( )
k ik ik k k k a
k ik k ik k k b
B
ck ik i k k k k i
dk ik i k k k k i k
−
−
−
−
− − − − ε −
+ − + ε − −
= = ,
− + + + ε + −
+ + + ε + − − ε +
1
1 2 1 0 3 3 2
1
1 2 0 1 3 3 22
(1) 1 21 2 2 0 3 3
1 2 (1)1 2 0 2 3 3 3
( ) [ 2 ( )( )]
( ) [ 2 ( ) ]
( ) [ 2 ( )( )]
( ) [ 2 ( ) ] ( )
k ik k k k k a
k ik k k k k b
B
ck ik k i k k k i
dk ik ik k k ik i k
−
−
−
−
− + + − ε −
+ + + ε − +
= = ,
− − + + ε + +
+ + + ε + − + ε +
1
1 2 2 0 3 3 2
1
1 2 0 2 3 3 3 22
(2) 1 21 2 1 0 3 3
1 2 (2)1 2 0 1 3 3
( ) [ 2 ( )( )]
( ) [ 2 ( ) ] ( )
( ) [ 2 ( )( )]
( ) [ 2 ( ) ]
k ik k i k k k i a
k ik ik k k ik i k b
B
ck ik k k k k
dk ik k k k k
−
−
−
−
− − + − ε − +
+ − − ε − − − ε −
= = ,
− + + + ε +
+ − − ε + +
1
1 2 1 3 3 3 3
1
1 2 1 0 3 33
(1) 1 31 2 2 3 3 3
1 3 (1)1 2 2 0 3
( ) [ ( ) ] ( )
( ) [ ( )]
( ) [ ( ) ] ( )
( ) [ ( )] 1
k ik ik k ik i k a
k ik ik ik k i b
B
ck ik ik k k k
dk ik ik k k
−
−
−
−
+ − ε − − + ε −
− − − ε − +
= = ,
+ − ε + − + ε +
− + + ε + +
1
1 2 2 3 3 3 3
1
1 2 2 0 3 33
(2) 1 31 2 0 1 3 3
1 3 (2)1 2 1 0 3
( ) [ ( ) ] ( )
( ) [ ( )] 1
( ) [ ( )] ( )
( ) [ ( )]
k ik ik k k k a
k ik ik k k b
B
ck ik ik ik k i k
dk ik ik ik k i
−
−
−
−
+ + ε − − − ε −
− + + ε − +
= = ,
+ + + ε + − ε +
− − − ε + +
1
1 2 1 3 3 3 0
1
1 2 1 3 3 00
(1) 1 01 2 2 3 3 3
1 0 (1)1 2 2 3 3
( ) [ ( ) ] ( )
( ) [ ( )]
( ) [ ( ) ] ( )
( ) [ ( )] 1
k ik ik k ik i k a
k ik ik ik k i b
B
ck ik ik k k k
dk ik ik k k
−
−
−
−
+ + ε − + − ε −
− − + ε − +
= = ,
+ − ε + − + ε +
− − − ε + −
 
1
1 2 2 3 3 3 0
1
1 2 2 3 3 00
(2) 1 01 2 1 3 3 3
1 0 (2)1 2 1 3 3
( ) [ ( ) ] ( )
( ) [ ( )] 1
( ) [ ( ) ] ( )
( ) [ ( )]
k ik ik k k k a
k ik ik k k b
B
ck ik ik k ik i k
dk ik ik ik k i
−
−
−
−
+ − ε − + + ε −
− + − ε − +
= = .
+ + ε + − − ε +
− + + ε + −  
(54)
Явный вид решений (54) можно упростить, если воспользоваться обозначениями 
 
0 3 3 1 2 1 2( )( ) ( )( ) 1.
j
j j j
k
k k k k ik k ik k n n n= −ε, ε + ε − = − + , ε = , = , =
ε  
В результате получаем 
 
2 3 2 3(1) (1) (1) (1)
1 2 3 0
3 1 2 3 1 2
0 1
1 1
n in n in
a a a a
n n in n n in
= , = , = − − , = + ,
+ + + +  
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1 3 1 3(2) (2) (2) (2)
1 2 3 0
3 1 2 3 1 2
1 0  
1 1
n n n n
a a a a
n n in n n in
= , = , = − − , = + ,
+ + + +  
(55)
1 2 2 3 1 2 1 3(1) (1) (1) (1)
1 2 3 0
3 1 2 3 1 2 3
0
1 ( )(1 ) ( )(1 )
n in n n in n in n
b b b b
n n in n n in n
+ + +
= , = , = , = ,
+ − + − +  
 
1 2 1 3 2 1 2 3(2) (2) (2) (2)
1 2 3 0
3 1 2 3 1 2 3
0
1 ( )(1 ) ( )(1 )
n in n n in n in n
b b b b
n n in n n in n
+ − −
= , = , = , = ,
+ − + − +  
(56)
1 3 1 3(1) (1) (1) (1)
1 2 3 0
3 1 2 3 1 2
1 0
1 1
n n n n
c c c c
n n in n n in
= , = , = − , = − ,
− + − +  
 
2 2 3(2) (2) (2) (2)
1 2 3 0
3 1 2 3 1 2
0 1
1 1
n i n in
c c c c
n n in n n in
= , = , = − , = − ,
− + − +  
(57)
1 2 1 3 2 1 2 3(1) (1) (1) (1)
1 2 3 0
3 3 1 2 3 1 2
0
1 (1 )( ) (1 )( )
n in n n in n in n
d d d d
n n n in n n in
+ − − − −
= − , = , = , = ,
− − − − −  
 
1 2 2 3 1 2 1 3(2) (2) (2) (2)
1 2 3 0
3 3 1 2 3 1 2
0
1 (1 )( ) (1 )( )
n in n n in n in n
d d d d
n n n in n n in
+ − + − +
= , = − , = , = .
− − − − −  
(58)
Оператор спиральности. В работе [19] был детально исследован вопрос о нахождении соб-
ственных векторов оператора спиральности для вектор-биспинорного поля, при этом имелся 
в виду случай массивной частицы, но часть полученных в [19] результатов справедлива и для 
безмассового случая. Напомним использованные там обозначения и полученный результат.
Волновая функция ( )l xΨ  (A – биспинорный индекс, (l) – векторный индекс): 
1(0) 1(1) 1(2) 1(3)
2(0) 2(1) 2(2) 2(3)
( )
3(0) 3(1) 3(2) 3(3)
4(0) 4(1) 4(2) 4(3)
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
A l
x x x x
x x x x
x
x x x x
x x x x
Ψ Ψ Ψ Ψ
Ψ Ψ Ψ Ψ
Ψ = =
Ψ Ψ Ψ Ψ
Ψ Ψ Ψ Ψ  
 
0 1 2 3
0 1 2 3
0 1 2 3
0 1 2 3
0 1 2 3
{ }ikx ikx
a a a a
b b b b
e e A A A A
c c c c
d d d d
= = , , , .
 
(59)
Возможны четыре собственных значения σ для оператора спиральности (два из них 2-кратно 
вырождены): 
 
2 2 2
1 2 2
1 1 1 1 3 3
,
2 2 2 2 2 2
k k k k k k k k k kσ = − ,− , + ,+ , − , + = + + .
 
(60)
Будем использовать безразмерные величины 
 
1 1 1 1 3 31
2 2 2 2 2 2
i
i i i
k
n n n
k k
σ
= , = , ⇒ σ, σ = − ,+ ,− ,+ ,− ,+ .
 
(61)
Для каждого из значений 1 2σ = ± /  существуют по два собственных состояния, которые от-
мечены верхними индексами (I) и (II): 
( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 0 0 0{ } { }
I I II II
j j j ja b c d a b a b c d a b, , , , , , , , , , , ,
где величины a0, b0, c0, d0 одинаковы для обоих типов (I) и (II):
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3 3
0 0 0 0
1 2 1 2
1 11 1n na b c d
n in n in
± − ± −
= , = , = , = ,
− −
а векторные составляющие различные: 
3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2
1 1I I I I I I
j jj j j j j j
n n
a n b a c n d c
n in n in
± − ± −
= , = , = , = ,
− −  
3( ) ( ) (2) 2 ( ) (2)
1 3 2 2 3 1 31 2 3
1 2
1(1 )   II II IIj j
n
a in n n a in n n a i n b a
n in
−
= ± + , = ± − , = − , = ,
−


 
3( ) ( ) ( ) 2 ( ) (2)
1 3 2 2 3 1 31 2 3
1 2
1(1 )   II II II IIj j
n
c in n n c in n n c i n d c
n in
−
= ± + , = ± − , = − , = ,
−


верхние и нижние знаки соответствуют таковым в соотношении 1 2.σ = ± /  
Найденные решения для спиральностей 1 2σ = ± /  можно задать так (каждое разбиваем на 
4 столбца, нумеруемых векторным индексом 0, 1, 2, 3; кроме того, введем не фиксируемые урав-
нением для собственных значений оператора спиральности числовые параметры): 
 
1 1 1 1 2 1 3
3 3 3 3
1 1 1 1 2 1 3
1 2 1 2 1 2 1 2
0 1 2 3
1 2 31 1 1 1
3 3 3 3
1 3 31 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 1 1
1 1 1 1
I I I I
n n n
n n n n
n n n
n n n n n n n n
n n n
n n n n
n n n
n n n n n n n n
λ µ µ µ
± − ± − ± − ± −
λ µ µ µ
− − − −
Ψ = , Ψ = , Ψ = , Ψ = ,
′ ′ ′µ µ µ′λ
± − ± − ± − ± −
′ ′ ′µ µ µ′λ
− − − −  
(62)
 
2 2 1 3 2
3 3
2 2 1 3 2
1 2 1 2
0 1
1 3 22 2
3 3
1 3 22 2
1 2 1 2
( )
1 1( )
( )
1 1( )
II II
in n n
n n
in n n
n n n n
in n n
n n
in n n
n n n n
λ µ ± +
± − −
λ µ ± +
− −
Ψ = , Ψ = ,
′ ± +µ′λ
± − −
′ ± +µ′λ
− −


 
(63)
 
2
2 2 3 1 2 3
3 32
2 2 3 1 2 3
1 2 1 2
2 3 22 3 12 32
3 322 3 12 321 2 1 2
( ) [ (1 )]
1 1
( ) [ (1 )]
.
( ) [ (1 )]
1 1( ) [ (1 )]
II II
in n n i n
n n
in n n i n
n n n n
in n n i n
n nin n n i nn n n n
µ ± − µ −
− −
µ ± − µ −
− −
Ψ = , Ψ =
′ ± −µ ′ −µ
− −′ ± −µ ′ −µ− −

 





 
(64)
Для каждого из значений 3 2σ = ± /  существует по одному собственному вектору: 
0 0 0 00 0 0 0a b c d= , = , = , = ,
32
1 1 3 2 2 2 3 1 3 3
1 2
11 j j
n
a n n in a n n in a n b a
n in
± −
= − ± , = − , = − ; = ,
−

32
1 1 3 2 2 2 3 1 3 3
1 2
11 j j
n
c n n in c n n in c n d c
n in
± −
= − ± , = − , = − ; = .
−

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если учесть все сопутствующие условия, то найденные решения для спиральностей 3 2σ = ± /  
можно задать так: 
3 1 3 2
3
3 1 3 2
1 2
0 1
1 3 23
3
1 3 23
1 2
( )
0 1( )
0
0 ( )
0 1( )
III III
n n in
n
n n in
n n
n n in
n
n n in
n n
  
           
   

 
 
2
3 2 3 1 3 3
3 32
3 2 3 1 3 3
1 2 1 2
2 3 22 3 13 33
3 322 3 13 331 2 1 2
( ) (1 )
1 1( ) (1 )
.
( ) (1 )
1 1( ) (1 )
III III
n n in n
n n
n n in n
n n n n
n n in n
n nn n in nn n n n
   
              
     



 
 
(65)
Обращаем внимание на то, что требованием диагонализации оператора спиральности число-
вые параметры 1 1 2 2 1 2 31 2 3      ,    ′ ′ ′λ , λ , λ , λ , µ , , µ , µ ,µ µ µ  не фиксируются. Каждый конкретный 
выбор этих параметров влияет на явный вид собственных векторов, однако ни один из выборов 
не может быть предпочтительным перед другими, поскольку все различные представления соб-
ственных векторов связаны между собой линейными преобразованиями. Это означает, что до-
пустимо зафиксировать один наиболее простой набор параметров и работать дальше с так опре-
деленными векторами. Чтобы максимально упростить вычисления, положим все эти параметры 
равными +1 (в том числе и для состояний с противоположными по знаку спиральностями). 
Нужно связать описание собственных 16-компонентных состояний оператора спиральности 
согласно (59)–(65) с найденными решениями безмассового уравнения: 
0 1 2 3
0 1 2 30 1 2 3
(1) (1)(1) (1)
0 1 2 3
0 1 2 3(1) (1) (1) (1)
0 1 2 3
0 1 2 30 1 2 3
(2) (2)(2) (2)
0 1 2 3
0 1 2 3(2) (2) (2) (2)
      
       
a a a a
b b b b
B B B B
c c c c
d d d d
a a a a
b b b b
B B B B
c c c c
d d d d
,
,
= , = , = , = ,
= , = , = , = .
Отметим, что для значений спиральности 3 2σ = ± /  все величины с нулевым индексом a0, 
b0, c0, d0 равны нулю. Поскольку найденные выше решения безмассового уравнения включают 
ненулевые величины a0, b0, c0, d0, то они не могут быть построены только на основе исполь-
зования решений со спиральностями 3 2.σ = ± /  также заметим, что при описании собствен-
ных состояний оператора спиральности основную роль играет структура 4-мерной величины 
0 1 2 3{    },a a a a, , ,  остальные величины   l l lb c d, ,  определяются с помощью простых линейных 
соотношений. таким образом, достаточно связать величины 0 1 2 3 (1  2){    }a a a a ,, , ,  с соответству-
ющими соотношениями из (62)–(65). 
Зафиксируем величины для состояний с различными спиральностями: 
 0 1 1 2 2 3 31
I I I Ia a n a n a n+ + + += , = , = , = ,  
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 0 1 1 2 2 3 31
I I I Ia a n a n a n− − − −= , = , = , = ,  
 
2
0 1 1 3 2 2 2 3 1 3 31 (1 )II II II IIa a in n n a in n n a i n+ + + += , = + , = − , = − − ,  
 
2
0 1 1 3 2 2 2 3 1 3 31 (1 )II II II IIa a in n n a in n n a i n− − − −= , = − + , = − − , = + − ,  
 
2
0 1 1 3 2 2 2 3 1 3 30 (1 )III III III IIIa a n n in a n n in a n+ + + += , = − + , = − − , = − ,  
 
2
0 1 1 3 2 2 2 3 1 3 30 (1 )III III III IIIa a n n in a n n in a n− − − −= , = − − , = − + , = −  (66)
и аналогичные величины для решений безмассового уравнения 
2 3 2 3(1) (1) (1) (1)
0 1 2 3
3 1 2 3 1 2
(1) 0 1
1 1
n in n in
a a a a
n n in n n in
, = + , = , = , = − − ,
+ + + +  
 
1 3 1 3(2) (2) (2) (2)
0 1 2 3
3 1 2 3 1 2
(2) 1 0
1 1
n n n n
a a a a
n n in n n in
, = + , = , = , = − − .
+ + + +  
(67)
Введем линейные комбинации двух решений (67) 
 
(2) (1) (2) (1)
l ll l l la a ia a a ia
+ −= + , = − ,  (68)
которые выглядят существенно проще: 
1 2 1 2
0 1 2 3
3 3
1
1 1
n in n in
a a a i a
n n
+ + + ++ += , = , = + , = − ,
+ +  
 
3 3
0 1 2 3
1 2 1 2
1 11n na a a i a
n in n in
− − − −+ += , = , = − , = − .
+ +  
(69)
Ищем разложения безмассовых решений (69) по спиральным в виде (индекс l принимает зна-
чения 0, 1, 2, 3) 
I I II II III III
l l l l l l la a a a a a a
+ + − + − + −′ ′ ′= a + a + β + β + γ + γ ,  
 .
I I II II III III
l l l l l l la a a a a a a
− + − + − + −′ ′ ′= a + a + β + β + γ + γ  (70)
Понятно, что в обеих формулах в первых двух членах имеем не два параметра, а один – (α + α′). 
Каждое из соотношений (70) дает четыре уравнения: 
la
+ -решение, 
1 2
3
0 ( ) ( ) 0 0
1
n in
l
n
+ ′ ′ ′= , = a + a + β + β + γ ⋅ + γ ⋅ ,
+  
1 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 21 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l n in n n in n n n n in n n in′ ′ ′= , = a + a + β + + β − + + γ − + + γ − − ,  
2 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 12 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l i n in n n in n n n n in n n in′ ′ ′= , = a + a + β − + β − − + γ − − + γ − + ,  
1 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3
3
3 ( ) ( )(1 ) (1 ) (1 ) (1 )
1
n in
l n i n i n n n
n
+ ′ ′ ′= , − = a + a + β − − + β − + γ − + γ − ;
+
la
− -решение, 
3
1 2
1
0 ( ) ( ) 0 0,
n
l
n in
+ ′ ′ ′= , = a + a + β + β + γ ⋅ + γ ⋅
+  
1 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 21 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l n in n n in n n n n in n n in′ ′ ′= , = a + a + β + + β − + + γ − + + γ − − ,  
2 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 12 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l i n in n n in n n n n in n n in′ ′ ′= , − = a + a + β − + β − − + γ − − + γ − + ,  
3 2 2 2 2
3 3 3 3 3
1 2
13 ( ) ( )(1 ) (1 ) (1 ) (1 )nl n i n i n n n
n in
+ ′ ′ ′= , − = a + a + β − − + β − + γ − + γ − .
+
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Отсюда после простой перегруппировки слагаемых получим (пусть α + α′ = σ): 
la
+ -решение, 
1 2
3
( ),
1
n in
n
+ ′= σ + β + β
+  
1 2 1 3 1 3 21 ( ) ( ) ( ) ( ) ,n n i n n n n i n′ ′ ′ ′= σ + β + β + β − β − γ + γ + γ − γ
2 1 2 3 2 3 1( ) ( ) ( ) ( )i n n i n n n n i n′ ′ ′ ′= σ − β + β + β − β − γ + γ − γ − γ ,  
1 2 2 2
3 3 3
3
( )(1 ) ( )(1 )
1
n in
n i n n
n
+ ′ ′− = σ − β − β − + γ + γ − ;
+
la
− -решение, 
3
1 2
1
( ),
n
n in
+ ′= σ + β + β
+
1 2 1 3 1 3 21 ( ) ( ) ( ) ( ) ,n n i n n n n i n′ ′ ′ ′= σ + β + β + β − β − γ + γ + γ − γ
2 1 2 3 2 3 1( ) ( ) ( ) ( )i n n i n n n n i n′ ′ ′ ′− = σ − β + β + β − β − γ + γ − γ − γ ,
3 2 2
3 3 3
1 2
1 ( )(1 ) ( )(1 )n n i n n
n in
+ ′ ′− = σ − β − β − + γ + γ − .
+
Введем обозначения 
0 1 2 3 4( ) ( )x x i x x i x′ ′ ′ ′σ = , β + β = , β − β = , γ + γ = , γ − γ = ,
тогда системы уравнений запишутся так (отмечаем, что координаты x2, x3 входят только в виде 
разности y = x2 – x3): 
la
+ -решение, 
 
1 2
0 3
1 2 1 3 2 1
2 1 2 3 1
2
4 1 23 3
3
1 1 0 0 1
1
0 (1 ) 0
1
n in
x n
n n n n n x
n n n n n y i
x n inn n
n
+
+
= ;
− − +
+− − −
+  
(71)
la
− -решение, 
 
1 2
0 3
1 2 1 3 2 1
2 1 2 3 1
2
4 1 23 3
3
1 1 0 0 1
1
.
0 (1 ) 0
1
n in
x n
n n n n n x
n n n n n y i
x n inn n
n
−
−
=
− − −
−− − −
=  
(72)
Имеем две неоднородные системы уравнений для 4 переменных с одинаковой основ-
ной матрицей и разными правыми частями. Определитель основной матрицы ненулевой 
и равен 2 21 1 ,n n+  решения двух систем единственны и легко находятся (см. ниже). Случай, когда 
1 20  0,n n= , =  является особым и наиболее простым, поэтому не будем на нем останавливаться. 
Из изложенного выше следует, что разложение любого безмассового решения по спираль-
ным решениям 
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 0
I II II III III
l l l l l la x a a a a a
+ − + −′ ′= + β + β + γ + γ  (73)
всегда приводит к невырожденной линейной системе уравнений относительно четырех перемен-
ных x0, x1, у, x4; причем три последних элемента из x0, x1, у, x4 определяют три ограничения на 
четыре параметра из (73): 
1 1
4 4
( ) ( ) ( )
( ) ( ) 2 .
x x
i y iy i
i x i x i
                               
             
таким образом, получим выражения для трех параметров 
 
1 4 1 4 4
1 1( ) ( )
2 2
x iy x i x iy x i ix′ ′ ′β = − − − γ , β = + + + γ , γ = − + γ .
 
(74)
Учитывая формулы (74) в (73), приведем разложение к форме, где выделен член, пропорциональ-
ный произвольному параметру γ′: 
{ }0 1 4 1 4 41 1( ) ( ) .2 2
I II II III II II III III
l l l l l l l l la x a x iy x a x iy x a ix a i a a ia i a
  + − + + − + −
 
  
′ ′= + − − + + − − γ − + + γ
Учитывая явный вид спиральных решений, убеждаемся, что правое выражение в фигурных 
скобках при γ′ – это тождественный нуль. В результате приходим к разложению любого безмас-
сового решения уравнения для поля со спином 3/2 по спиральным решениям 
 
0 1 4 1 4 4
1 1( ) ( )
2 2
I II II III
l l l l la x a x iy x a x iy x a ix a
  + − +
 
  
= + − − + + − .
 
(75)
Чтобы воспользоваться этим общим соотношением применительно к двум безмассовым ре-
шениям la
+  и ,la
−  нужно найти явный вид решений для систем (71), (72): 
la
+ -решение, 
 
3
0 1 4
1 2 1 2 1 2
1 1
0 ;
n i
x x y x
n in n n n in
−
= , = , = , = −
− − −  
(76)
la
− -решение, 
 
3 3 3 3
0 3 1 3 4 3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 2 1 2 2
(1 ) (1 ) (1 ) ,
n n n i n
x n x n y x n
n in n in n in n in n in
− +
= + , = + , = , = − +
+ + + + +  
(77)
и учесть их в формуле (74). 
таким образом всегда можно найти явный вид разложения любых двух независимых реше-
ний безмассового уравнения по решениям с фиксированными спиральностями. В этих разложе-
ниях всегда будут присутствовать состояния со спиральностями 1 2σ = ± /  и 3 2.σ = ± /  
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